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1. GroBen der Thermodynamik

1.1 Volumen (in isotroper Materie)

In der Thermodynamik wird die Energie von Materie in verschiedenen Zustanden

( fest, flissig, gasformig, magnetisiert, etc. ) beschrieben. Dabei wird die Materie im allgemeinen
als isotrop angesehen. Daher kann, statt der in der Mechanik Ublichen Ortsvariablen x,y,z, in der
Thermodynamik das Volumen V als Variable verwendet werden. Nur bei Einkristallen ist es
notwendig, die Richtung x,y,z beizubehalten.

1.2 Druck

Der Druck eines Gases, einer Flissigkeit oder eines isotropen Festkorpers kann mit Membranen
oder Druckstempeln mit einer Flache A (ber die Kraft gemessen werden.

p:X

[p]=1 Pa=1N/m?

In isotroper Materie stellt sich auch ein isotroper oder hydrostatischer Druck ein. Nur in
Einkristallen ergeben sich richtungsabhangige axiale Driicke.

Beispiel: Druck eines idealen Gases (bei konst. Temperatur)

p=y mit ¢ =c(T)=NkT

p-V =konst.!

Ty

1.3 Temperatur

0. Hauptsatz der Thermodynamik: In der Thermodynamik existiert eine neue Zustandsgrofle, die
Temperatur T. Ist ein thermodynamisches System (Gas, Flussigkeit) im Gleichgewicht, so hat es
eine wohldefinierte Temperatur.

a. Deutung der Temperatur

Versuch: Brownsche Molekularbewegung:

1
Temperatur ist die mittlere kinetische Energie der Molekile: T ~E,. = Emv



b. Direkte Messung;

Definition der Temperatur liber das ideale Gas:
Fir das ideale Gas gilt:  p-V =NkT

Erwarmung des idealen Gases von Ty,=0 C auf T4=1°C.
Sei der duere Druck p=p,,
dann ist

P, -V, = NKT, = Nk(T, +1°)

po -V, = NKkT,

= p,(V,=V,)=Nk-1°

pO(Vl _Vo) _ Nk-1°
pPoVo NKT,

Bei T, = 0°C ergibt sich

o = V(0= V(0°0)

=0,0036 a : Volumenausdehnungskoeffizient
V(0°C)
Damit folgt fur To:

1 1
T AVI/ Vo 0,0036

=273,16K

o

Die Temperatur der absoluten Kelvinskala ist also immer positiv (T > 0).
c. Indirekte Messung:

Die Temperatur eines Gases, einer Flussigkeit oder eines festen Koérpers laRt sich durch
temperaturabhangige Eigenschaften der Materie messen, wie z.B.:

- Ausdehnung der Materie: Hg-Thermometer, Bolometer
- Elektrischer Widerstand der Materie: ~ NTC-, PTC-Widerstande
- Thermospannung: Thermoelemente

2. Warme

Waérme ist eine Energieform und wird in Joule gemessen.

Wiérme und Reibung: Warme entsteht durch Reibung, z.B. von Elektronen im Draht

AQ=P-AT Versuch: Glihender Draht



Warme und Temperatur
AQ=C-AT ; C: Warmekapazitat
Die Warmekapazitat C ist allg. die Anderung des Warmeinhalts eines Kérpers mit der Temperatur

c-4Q
dT

f
Fir das ideale Gas ergibt sich: C = ENk , fur feste Korper C =3Nk

Zur genaueren Definition der Warme betrachten wir jetzt etwas genauer:

2.1 Konservative Kréfte

Fur konservative Kréfte IE,( gilt in der Mechanik:
{Fds =0

a) Nach dem Stokesschen Integralsatz gilt:
4Fd§ = ”rothA
Avs  dFds=0
folgt:
b) Das Integral der Kraft verschwindet fur jeden geschlossenen Weg.
{F.ds = [F.ds, + [Fds, =0
1 1
2 - 2 ~
[F.ds, = [Fds,
1 1

Das Wegintegral Uber eine konservative Kraft ist unabhadngig vom Weg, und hangt nur von den
Integrationsgrenzen ab. Damit ist F,ds das totale Differential einer Funktion E.

E,-E, = ide = —]‘Fd§ oder
1 1

dE = E 4+ E gy - _Fas
oy

ox



2.2 Nicht konservative Kréafte

Fir nichtkonservative Krafte Fnk gilt in der Mechanik:

(j'linkds #0

2 2
[F,ds, = [F,ds,
1 1

Das Integral Uber nicht konservative Krafte hangt vom Weg s ab. Im allgemeinen bestehen Krafte
aus konservativen und nicht konservativen Anteilen.

F=F +F,

2.3 Druck und Energie

Far den Druck p gilt:

F F
p:—:—+
A A A

pdV :%A-dg _EdS+F,d8

F.ds fihrt auf die Energie -dE
ﬁnkd§ fuhrt auf die Reibungswarme dQ, die dem System (Gas) verloren geht.

= pdV =-dE +dQ
Energiesatz fir Systeme mit Reibungswarme:

= dQ=dE +pdV 1. Hauptsatz

Die Warme dQ eines thermodynamischen Systems (z.B. ideales Gas) setzt sich zusammen aus
innerer Energie dE und der Arbeit pdV, die das System verrichten kann.

Beispiel: Die Warme #(Q des idealen Gases
dQ =dE +pdV

=£deT+N—deV
2 \Y%

0= (Fni e 0 [ NKT)_ Nk
v\ 2 oTl v ) v

Das Differential der Warme #() ist nicht integrabel oder nicht total!



2.4 Das totale Differential einer Funktion f(x,y):

f(x,y) = x2y
df = a—fdx +§dy
ox oy

2

= 2xy3dx +3x y2dy

Die gemischten 2. Ableitungen sind gleich

oG

%(2xy3): 6xy2 = 66

X

Bx’y)
Das Integral des Differentials df hangt nur von den Integrationsgenzen A und B ab, nicht aber vom
Integrationsweg,

B

fdf =f(B)-f(A)

A

Nicht totale Differentialformen df :

Sei df eine nicht totale Differentialform, z.B.:

df = ldf =2xy’dx +3x’ydy
y

Dann sind die gemischten Ableitungen nicht gleich
0 0
4xy = —(2xy2 );t —(3x2y): 6xy
oy ox
Das Integral einer nicht totalen Differentialform g hangt nicht nur von den Grenzen A und B ab,

sondern auch vom Integrationsweg.

Beispiel: Die Warme d(Q des idealen Gases
dQ =dE +pdV

=£deT+N—deV
2 \Y%

0= (Fni e 0 [ NKT)_ Nk
v\ 2 otl v ) v

Beispiel: Reibungswarme

dQ = F,dr



Die erzeugte Warme hangt nicht nur von den Grenzen A und B ab sondern auch vom Weg.
Ein wichtiges Beispiel firr nicht totale Differentialformen ist der 1. Hauptsatz der Thermodynamik.

dQ = dE + pdV

ist nicht integrabel, d.h. die Warmemenge dQ hangt ab von den Grenzen A und B und vom
Integrationsweg.

Beispiel: Isotherme Zustandsanderung des idealen Gases (T =T,))

NKT, o,

dQ = gdeT0 +
Q= NKT,[In V],

\%
AQ=NKT, In 22

A

Beispiel: Isochore Zustandsénderung des idealen Gases (V =V,))

dQ = gdeT ALY

dv,

0

= f NkdT
2

AQ= gNk(TB -T,)

3. Temperatur als integrierender Faktor (Der 2. Hauptsatz)

Integrierender Faktor:

Durch einen integrierenden Faktor 1aRt sich ein nicht totales Differential dg in ein totales
Differential df umwandeln.

Beispiel: y als integrierender Faktor fur dg

df = ydg
= y(2xy2dx +3x°ydy” )
%(2xy3)=%(3x3y2)

Die reziproke Temperatur ist der integrierende Faktor der Warme Q) . Das totale Differential dS
laRt sich unabhangig vom Weg integrieren.

S hei’t die Entropie, es gilt:

dS= %dQ = %(dE + pdV) 2. Hauptsatz




Es gilt auBerdem:

is=(2) are( ] av
aT )y \av)p

=la—EdT+l 8_E+p dv
ToT T\ oV

Fur die 2.Ableitung gilt:

o (1Yo (1o
aviTor) arlTlav P

1 &E _1 &°E 10p 1(8E+j

TOVAT ToTov ToT T:\av
Oder @:l a_E+p :ﬁ
oT T\ov oV

Beispiel: Der Versuch von Gay-Lussac: Volumenverdopplung des idealen Gases

‘ Beim Offnen des Ventils vergroRert sich das
O Volumen des Gases von V=V, auf V=2 V,
° o Dabei &ndert sich die Temperatur des idealen
o) Gases nicht, wenn das Gas langsam
o © ausstromt.

1. Deutung: Fir das ideale Gas gilt:

2y,
o T\oV

O 1o Nk NKT _
v ar VoV
= E=E(T)

E hangt nicht von V ab, d.h. E = E (T) andert sich nicht bei Volumenanderungen. Damit andert sich
auch T nicht bei Volumenanderungen des idealen Gases.

2. Die Entropieanderung beim Gay-Lussac-Versuch

a) Entropie des idealen Gases

dS =L dE + 1 pdv
T T

=1£deT+N—de
T2 \%

'S _,_0’
oVoT — aToV




Daher ist dS integrabel und es gilt:
f
S=Nk- ElnT+an +S,

b) Entropieanderung des idealen Gases bei Volumenverdoppelung:

© o o O ® o
T:T() T:T()
vty © > V=V
®) @)
o © o
o o o o
s, =Nk%1nTo Jrlr%}Jrs0 s, =N1<%1nTO +an}+SO

AS=S, —S, = Nk-In2

4. Deutung der Entropie durch Wahrscheinlichkeit

4.1. Verteilung von N Kugeln auf 2 Kdastchen_

Die Zahl der Moglichkeiten N Kugeln auf 2 Kastchen, | und r, zu verteilen ergibt sich aus (I + r)N.

Fir eine Kugel gilt: (I+r )1 =l+r
N=1
links rechts
1 @ | |
Tr | | @ |
Fir zwei Kugeln gilt: (1+r )2 =P+ 2Ir+r?
N=2
I r
17 [0 © | |
2lr | @ ©)
@ @




FirdreiKugelngit: ~ (1+r)°=1+312r+31r%+r?

N=3
| r
1" |0 @ | |
@ 0 o
3Pr [O ©) 6)
o
0) @ 0
317 %) ® ®
® 0)
17 | | |0 @ 0|

4.2 Verteilungswahrscheinlichkeit beim Gay-Lussac-Versuch

Wir untersuchen jetzt die Wahrscheinlichkeit fiir die beiden Zustande des Gay-Lussac-Versuchs
unmittelbar vor dem Offnen des Ventils (t=0) und unmittelbar nach Offnen des Ventils (t>0).

Die Wahrscheinlichkeit ist definiert als:

h
W=— ; h: Haufigkeit

Sh

a) T=0: Die Wahrscheinlichkeit der Falle, dal® sich alle Kugeln links befinden, ist, wie wir oben
gesehen haben, immer 1. Die Summe aller Falle ist immer 2N,

o O
O
©
@) © o
©

Daraus ergibt sich fur den Fall, dal} sich alle Kugeln links befinden die Wahrscheinlichkeit:

h, 1
h, 2"

w, =w(n,0)=

b) T>0: Die Wahrscheinlichkeit, dal} sich die N Kugeln im gesamten Volumen befinden ist immer 1:

w, =1

O

P T

Daraus folgt fir das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten:

10



Fur den Logarithmus der Wahrscheinlichkeiten gilt dann:

In>2 =Inw, -Inw, =n2"

Wi

Multipliziert man mit k, so ergibt sich:

kln&
W,y

=klnw, —klnw, = NkIn2

Der Vergleich mit der Entropieanderung beim Gay-Lussac-Versuch zeigt, dafl3 die Entropie durch

den Logarithmus der Wahrscheinlichkeit des Zustandes bestimmt ist

AS=8, S, = NkIn2
S=kInW+S,

4.3 Log W als MaRB der Unordnung

AS=klogE:kan—kan0 =S-S5,

0

Beispiel: Lottospiel, 6 aus 49

1
Die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige im Lotto (6 aus 49), betragt: W

49
( ) j =1/14.000.000

Toleriert man n Fehler in der Lottoreihe, so erhoéht sich die Gewinnchance um den Faktor W,/ W:

0 Fehler: Wo/Wo = 1 log(Wo/Wp) =0 —max. Ordnung
1 Fehler: W,/W, = 259 log(W4/Wy) = 2,4
2 Fehler: W,/W, = 13.804 log(W»/Wog) = 4,1
3 Fehler: W,/Wo = 260.624 log(W3/Wo) = 5,4
6 Fehler: We/Wo = 14.000.000 log(We/Wo) = 7,1

log(W,/ W) ist ein Mal3 fur die Anzahl der Fehler in einem Spiel.

Die Spielregeln begrenzen die Chancen des Spielers zu gewinnen. Je toleranter die Regeln
werden, in diesem Fall je mehr Fehler zugelassen sind, desto gréfRer die Gewinnchance.

log W ist also ein Maf3 fur die Ordnung des Spiels.

Bei null tolerierten Fehlern gibt es nur eine glltige Kombination. Dieser Zustand besitzt also die

groRtmaogliche Ordnung, d.h. die geringste Entropiednderung.
Bei 6 Fehlern werden die Regeln bedeutungslos, da jede Kombination gewinnt. Dies kennzeichnet

den Ubergang ins Chaos. Die Entropiednderung ist hierbei maximal.

11



4.4 Deutung der Temperatur als mittlere Energie

Die mittlere Energie E ist also gegeben durch:

Ey

B _ k=0 k=0 kT __ 0 S kT
E=" = , 5 - = _aLme_:;Vke

sz N kae Ko kae kT Wl

k=0 k=0 k

f'

mit —=Inf'
( ¢ )

Dies gilt fur diskrete Energien E,. Betrachtet man eine kontinuierliche Energieverteilung, so folgt
entsprechend:

_ a _E
E=———In j v(E)e “TdE
kT 0

Speziell fir konstante Volumina V(E)=V, folgt:

0 In Ie_de :mit u =i
kT

Die Temperatur, bzw. kgT, laldt sich demnach als mittlere Energie der Teilchen interpretieren.

12



5. Die freie Energie

5.1 Temperatur und Volumen als Variablen

Der 2. Hauptsatz laRt sich in Abhangigkeit von Temperatur und Volumen folgendermalien
schreiben:

ds = ldE(T,V)+ lp(T,v)dv

R P PN
T 0T T oV T
g (O
ToT T 6V

Bei totalen Differentialen gilt ja, dal die gemischten Ableitungen gleich sind:

’S 1 0°E _
oToV T oVeT

1 0°E l(@pj (8E j
= +—=| = - —+p
T TeTevV T\ oT

(2),-+(%) -2 5

Berechnung der freien Energie anhand der Entropie

s _op

Aus dS(T,V) folgt also:
oV 0T

Diese Gleichung kann man als gemischte Ableitung des totalen Differentials

— dF = SdT + pdV
s _o

ov or

auffassen. Es existiert also eine Funktion -F(T,V), deren Ableitung nach T die Entropie S und nach
V den Druck p ergibt.
F ist die freie Energie. Man kann F auch durch integrieren erhalten:

dF = —pdV —-SdT
Nach dem 2. Hauptsatz ist pdV = TdS—dE, es gilt:

dF = dE - TdS-SdT
=dE - d(TS)
=d(E-TS)

= |[F=E-TS

13



Definitionen
Kompressibilitat:

Kompressionsmodul:

edeof2)
Br oV )y

1(oV
Volumanausdehnungskoeffizient: o, == ==

V\oT »
Warmekapazitat bei konst. Volumen: dQ =dE +pdV

(53
voldr ), \at),

Es gilt fiir die Ableitungen der freien Energie:

.
JPET0y
2)s=-%E
T
3.)E=i(EJ=F+la—F=F+la—Fd—T=F—T8—F=F+Ts
oI\T Tol Tordl oT

O°F S 1(6E Cy ) o
4) = = T =l =] = = ;Cv: Warmekapazitat bei konst. Volumen
oT oT ), T 0T ), T

(62F] (apj B,
5.) | = —=| ==
ovi) \ov), Vv

2
ovoT oT ov ’

;Bt: Kompressionsmodul

;oL Volumenausdehnungskoeffizient

Den Zusammenhang zwischen diesen abgeleiteten Gré3en kann man in einem “Baum” darstellen:

F(V,T)
o o
oV oT
—p(V,T) -S(V,T)
2 o 2 o
av, oT av, oT
% -, B; —C?V

14



Beispiel: Die abgeleiteten GroBen fiir das ideale Gas

Gegeben sind: EngkT , p:N_kT

Entropie:

ds =l£deT+lN—deV
T2 T V

f
S =§delnT+dean = deln{T2 V]

f

S= Nkln(Tz V}rso =§NklnT+Nkan+SO

Freie Energie:

F=E-TS

=£NkT—T(§NklnT+Nkan+SOJ

=gNkT—T%NklnT—NlenV—TS0

Kompressionsmodul:

B, = (@j
oV );
a(Nij
vV g Ly KT
oV A%
B;=p
Ausdehnungskoeffizient:
a(NkTJ
_ifavy 1 \e )
Pvier » Vv oT
= Nk
pV NKT
1
OCp = ?
Warmekapazitat:
¢y =[9E) _ 2y
dT ), oT\2
f 3 L .
C, =5Nk :>sz beim einatomigen Gas

15



5.2 Wahrscheinlichkeit der Verteilung von N Kugeln auf k Kédsten

Die Zahl der Moglichkeiten, N Teilchen auf K Kastchen der Grofte V zu verteilen, ergibt sich aus
der Potenzsumme von  (Vq{ +V, + ... + Vi )N . Ein Beispiel ist in folgender Abbildung dargestellt.

V,
Es gilt: ' :7“ (rel. Volumen)

Verteilung von 10 Kugeln auf 5 Kastchen

| ee | so00 | o | | eee |
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
N1:2 N2:4 N3:1 N4:0 N5:3
V1:0,2 V2:O,3 V3:0,2 V4:0,1 V5:0,2

N = 10 Kugeln sind auf K = 5 Kastchen verteilt. Dabei hat das
1. Kastchen ein rel. Volumen v, = 0,2 und enthalt N, = 2 Kugeln
2. Kastchen ein rel. Volumen v, = 0,3 und enthalt N, = 4 Kugeln
3. Kastchen ein rel. Volumen v; = 0,2 und enthalt N; = 1 Kugeln
4. Kastchen ein rel. Volumen v, = 0,1 und enthalt N, = 0 Kugeln
5. Kastchen ein rel. Volumen vs = 0,2 und enthalt N5 = 3 Kugeln.
Das gesamte Volumen ist dabei gleich 1.

Die Wahrscheinlichkeit, im 1. Kasten N4 Teilchen, im 2. Kasten N, und im k. Kasten N Teilchen
zu finden, ist allgemein gegeben durch

N N N
N! VY'(V,)" (V,)°
W(NI,NZ,...,NKF—*(_IJ (_j (_] n
NJINLLLND (V \% \%
Das Gesamtvolumen ist dabei gleich 1. Hieraus lassen sich alle Verteilungen ohne

Nebenbedingungen berechnen.
Speziell fiir den in oben gezeigter Abbildung dargestellten Fall ergibt sich

!
W(24,1,03) =% 027034 0,2' 0,1° 0,2°
2041711013!

Als Zahlenwert ergibt sich daraus W = 0,0065 oder 0,65 %.
Mit Hilfe der Stirlingformel In N!'= NIn N — N (N&herung fiir groBe N) 148t sich die Funktion W in
Gl. (1) umformen und es gilt

InW(N,)=NInN-> (N, InN, )+ > (N, Inv, )= Max!

Das Maximum der Funktion a3t sich dann aus der Ableitung nach den Variablen N, berechnen,

w:lnN—Z(ln N )+>(Inv,)=0

oN,
N, V,
o Yk oy
N V

Im statistischen Mittel enthalt jedes Kastchen genau den Anteil an Kugeln, der seinem Volumen V
entspricht. Im Falle der 10 Kugeln in Abb. 9 ware dann die statistisch wahrscheinlichste Verteilung

16



gegeben durch N, =N-v,, also durch die Verteilung (2,3,2,1,2), entsprechen der KastengréRe.
Die Wahrscheinlichkeit fir diesen Fall betragt:

!
W(2,3,2,1,2) __10 0,2° 0,3* 0,22 0,1' 0,2> =0,0131=1,31%
2131211121

5.3 Statistik mit Nebenbedingungen

Die statische Wahrscheinlichkeit unter Nebenbedingungen behandelt man im allgemeinen wieder
mit dem Kugelmodell (siehe Abb. unten).

L4
&
LR
LR
E1:0 E2:1 E3:2 E4:3 E5:4

Die speziellen Nebenbedingungen fur jedes Kastchen k bezeichnet man durch E,. Bendtigt man z.
B. fur das k. Kastchen eine Energie Ey, dann ist die Gesamtenergie E gleich:

E= Z(NkEk)

Nach Lagrange gilt allgemein:

L=In W+ Af - Max!

wobei f die Nebenbedingung und A der Lagrange-Faktor ist.
In der Thermodynamik ist die Nebenbedingung durch die Gesamtenergie E gegeben, und der

1
Lagrange-Parameter A wird durch die Temperatur interpretiert, A = ———.

kT
Nach Multiplikation mit kT, ergibt sich dann:

kT-L=kTIn W-E — Max!
—kT-L=E-kTInW — Min!

Der Vergleich mit der Funktion F zeigt, dal’ die Lagrange-Funktion L direkt mit der freien Energie
zusammenhangt: F=-KkT-L

F=E-TS — Min!

Die (Helmholtzsche) freie Energie eines Systems im Gleichgewicht befindet sich immer im
Minimum.

17



Speziell fir die Verteilung von N Kugeln auf k Kastchen gilt:
F=Y N,E, ~kT{NInN-3' N, InN, -S'N, Inv, }

Das Maximum der Funktion laRt sich dann wieder aus der Ableitung nach den Variablen N,
berechnen.

WD _jn N-In N, +InvI-BEI=0,  p=—
ON, kT

E,

—L=v, e \T

Dies ist die Boltzmann - Verteilung. Im statistischen Mittel enthalt jedes Kastchen genau den Anteil
an Kugeln, der seinem Volumen V und seiner Nebenbedingung E; entspricht.

5.4 Temperatur und Druck als Variablen

In vielen Fallen kann das Volumen nicht als Variable verwendet werden, da es nicht konstant
gehalten werden kann.
Beispiel: - stromendes Gas: V laft sich nicht einstellen

- Festkérper: V andert sich immer bei Anderung von T!

Eine mdgliche Variable ist dann der Druck p.

- stromendes Gas: p lafdt sich einstellen
- Festkorper: p 1akt sich von aullen einstellen.

Beispiel: ideales Gas: V(T,p)= N—kT

Der 1. Hauptsatz mit p,T als Variablen:

dQ(V,T)=dE +pdV
=dE+d(pV)-Vdp |d(pV)=pdV + Vdp
dQ=d(E +pV)-Vdp

dQ(p, T)=dH — Vdp

H heiRt Enthalpie!

s e dQ cH
Daraus folgt fur die Warmekapazitat bei konst. Druck: ¢, =l | =| =m
dr ), \oT),
Der 2. Hauptsatz mit p,T als Variablen:

Der 2. Hauptsatz lafltt sich auch in Abhangigkeit von Druck p und Temperatur T schreiben:

1 1 \%
dS=—dQ=—dH-—d
T4 T

Diese Form wird bei Stromungen und in festen Kérpern verwendet, wenn V=V, keinen Sinn mehr
ergibt. Meist kann dann p=p, definiert werden.
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Es folgt dann

dS(p, T) = %Z—I;dT +%(%—dep

Dies ist ein totales Differential, d.h. die gemischten Ableitungen miissen gleich sein

i[la_H}:i[l(a_H_VH

opl TOT] oT| T\ ap

1 0°H _10H _l(a_vj —i(a—H—VJ
TopdT TaoTap T\OT), T dp

ov__1(dH_y
oT Tl éop

363

Berechnung der freien Enthalpie anhand der Entropie

Aus dS(T,p) folgt also:

&5

Diese Gleichung kann man als gemischte Ableitung des totalen Differentials

dG = Vdp—SdT
ov__o8
oT  ap

auffassen. Es existiert also eine Funktion G(T,p), deren Ableitung nach T die Entropie S und nach
p das Volumen V ergibt.

G heiBt freie Enthalpie (oder auch Gibbsche freie Energie).
Analog zur freien Energie F kann man die freie Enthalpie G auch durch integrieren erhalten:
dG =Vdp—-SdT

Nach dem 1. Hauptsatz ist Vdp =dH —TdS, also gilt wieder analog zur freien Energie F:

dG =dH - TdS-SdT
=dH-dTS
=d(H-TS)

-~ |G=H-TS — Min!
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Es gilt fir die Ableitungen der freien Enthalpie:

oG
1) — =-S(p, T
)37 (p,T)
oG
2. ) DY V(p9T)
op
2
3) ¢ (2} :(8_\/) =-V-B; By =L Kompressibilitat
op” ). \0p); B,
azG as CP . ipa .
4)) S == T ;Co: Warmekapagzitat bei konst. Druck
oT oT » T

0’G oV .
5.) === =, -V ; o, Volumenausdehnungskoeffizient

oTop \aT ),

Auch hier kann man den Zusammenhang der abgeleiteten GréRen als “Ableitungsbaum”
darstellen:

G (p,T)

N

V (p,T)

A

~S(p,T)

7N

_VBT

5.5 Vergleich der Thermodynamischen Relationen

F(V,T) ist im allgemeinen eine stetig differenzierbare Funktion in V und T, daher lassen sich auch
die ersten Ableitungen p(V,T) und S(V,T) sowie die entsprechenden zweiten Ableitungen als
Funktionen von T und V berechnen. In Kapitel 5.6 sind T(V,po) und p(V,Ty) fir das reale Gas
explizit als Funktion angegeben und graphisch dargestellt.

Allerdings gelingt es in vielen Fallen nicht, V beim Ableiten von F(V,T) nach T festzuhalten, dies gilt
besonders bei Flussigkeiten, Festkdrpern und in Strémungen. Daher wird F(V,T) im allgemeinen
fur Berechnungen verwendet, obgleich es experimentell nicht gemessen werden kann (z.B. cy
nach Debye).

G(p,T) laRkt sich vielfach nicht explizit angeben. Dies ist fiir die Ableitung V(T,p) in Kapitel 5.6

dargestellt. V ist in Bezug auf T und p mehrdeutig und IaRt sich daher nicht Gberall differenzieren.
Jedoch ist G(p,T) und seine Ableitungen im Gegensatz zu F(T,V) fast immer experimentell meRbar.
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Daher ist es beim Vergleich von Theorie und Experiment notwendig, F und G vergleichen zu

kénnen. Es gilt:

T und V variabel

F(T,V)=E-TS

oF
T,V)=———
p(T, V)=
s(r,v)=-%

G=F+p-V
H=E+p-V

T und p variabel

G(T,p)=H-TS
oG
V(T,p)=—
(T:p) ap
oG
S(T,p)=——
(T,p)=-—

1({oV
)

Hieraus ergeben sich die 3 Maxwell - Relationen:

L iV __1fss
*viep) ~ Vlep),
c, =T ﬁj
P ar ),
S(T,p)= S(T,V)= S(T,V(T,p))
2.

1.

SRS

= —Q, V= ((XpBT)'(_BTV)

1
BT - B_T
3)
p(V,T)= Py

= e[ avi(2) areo

A%

SR eI

BRI

=)&) )

(Y C
= ?p=?v+0(p'BT'O(p'V
Cp

=cy+o. B -V-T
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5.6 Ausdehnung und Kompression des realen Gases

a a b
1. Ausdehnung: RT=|p+— (V —b)= p(V —b)+— 1—-— | (van der Waals)
A% A% A%
-I-A VA
pP=p;
P=P,
p=0
0 b v T, T
o _
oT P
- Freie Energie F als Grundlage - Freie Enthalpie als Grundlage
- Funktion eindeutig - Umkehrfunktion mehrdeutig

Wahrend die T(V)- Kurven fir die Flussigkeit fast identisch sind, d.h. nur schwach vom Druck

abhangt, ist ocﬁ (die Steigung der Umkehrfunktion) starker vom Druck abhangig; die Kurve wird

also steiler.
RT a
2. Kompressibilitét: p(T,V)=———2
V-b V
p A VA
T=T,
Ps(To) |
bi \
T > T >
0 b v 0 P, P
OF _p_ 1 PG _V__yp
ov: ov. v ! ap>  op !
- Freie Energie F als Grundlage - Freie Enthalpie als Grundlage
- p ist eindeutigin Vund T - V ist mehrdeutig (man nimmt im
Gleichgewicht die durchgezogene
Linie an)
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5.7 Phasendiagramme der homogenen Materie

Gibbsches Phasengesetz

Sei P: Zahl der Phasen
K : Zahl der Komponenten
F :  Zahl der frei wahlbaren Variablen (Freiheitsgrade)

Dann gilt das Gibbsche Phasengesetz

P+F=K+2

1. Eine Phase in homogener Materie
Mit P=1 und K=1 folgt nach Gibbs: F=2, d.h. es sind 2 Freiheitsgrade vorhanden, z.B.pund T

Beispiel: reales Gas

—V

Beispiel: Wasser: P=1, K =1

s o F=K-P+2=2

.
>

T

Das thermodynamische System Wasser wird durch zwei freie Variablen bestimmt, z.B. (p,T)

oder (V,T) = F=F(V,T) oder G =G(p,T)
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2. Zwei Phasen in homogener Materie
Nach Gibbs gilt: P=2, K=1 = F=1 (T oder p)
Beispiel: kochendes Wasser: P =2(l,g), K =1

s F=K-P+2=1

TV

Die beiden Phasen Wasser und Dampf lassen sich im Gleichgewicht mit einer Variablen
beschreiben z.B. gilt bei der Dampfdruckkurve: P = p(T) oder T = T(p).

a. Phaseniibergange 1. Ordnung
Beispiel: liquidus - solidus

G(p, T)4 G(p.T,)4

P

s
—Hv
o

Tragt man G gegen einen beliebigen Parameter auf, z.B. T oder P, stellt sich immer die Phase ein,
bei der G ein Minimum hat. In den Diagrammen sieht man, wie am Schnittpunkt von fester/flissiger
bzw. gasférmiger/fliissiger Phase ein Ubergang stattfindet.

Bei einem Phasenlbergang 1. Ordnung ist die 1. Ableitung an einer Stelle unstetig.

Fur das erste Diagramm gilt (fiir das zweite entsprechend):

e (%) (2] w0
or ), \oT ),
= §,-S,=AS>0
Es gilt: ds—le}Q—l(dH—Vd)
' T T P

In diesem Fall ist p=py=konst., also dp=0:
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— dS=LdQ=LdH

T T
1 1
AS=—AQ=—AH
TO TO

Das heildt also, beim Phasenlbergang erster Ordnung haben wir eine Schmelzwarme AQ bzw. AH,
da sich die Entropie S an der Unstetigkeitsstelle schlagartig andert.

Ein Phasenubergang kostet also Energie, entweder um die Molekile zu ordnen (gasférmig — fest)
bzw. die Ordnung aufzubrechen.

b. Phaseniibergange 2. Ordnung

Zwei Funktionen kdnnen sich auch mit gleicher Steigung schneiden:

Gt

Hier gilt dann am Schnittpunkt xc:
GI(XC): Gz(Xc)

aGl(xc) _ an(Xc)
ox ox

azGl(xc) " asz(Xc)
ox? ox*

Erst die 2. Ableitungen sind ungleich => Phasenlbergang 2. Art !

Beispiel: Temperatur als Variable

s
G1(Tc):G2(TC) E
aGl(Tc) _ an(Tc) E
oT oT !
S1(Tc)zsz(Tc):>ASziAQ:0 | >
Te T, T
5°G,(T.) , 0°G,(T,) l |
or’ or’ |
GG J
T. T i
T T=
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Beispiel: Phaseniibergang paramagnetisch - ferromagnetisch

A
ferromagn. ! paramagn.
T;
Es gilt:
oG, (T, oG, (T
all({C):Ml(Tc):Mz(Tc): 51({C):0

Die erste Ableitung von G nach H ist also stetig!

3. 3 Phasen in homogener Materie
Beispiel : P =3(1,g,s), K =1 (Tripelpunkt)

F=K-P+2=0

TV
Der Tripelpunkt eines reinen Stoffes hat keinen Freiheitsgrad, d.h. er liegt fir jeden Stoff fest.

4. Die Berechnung der Dampfdruck — Kurve nach Clausius-Clapeyron

Entlang der Dampfdruckkurve gilt:
pA
G = G,

ng :dGl /

dG, = V,dp—S,dT = V,dp—S,dT =dG,

= (Vg _Vlhpz(sg _Sl)dT

S, -S
dp _ 57> (Steigung der Dampfdruckkurve bei festem T, p)
dT Vv, -V,

—y
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AH

—Y . V,>>V, (zB.Wasser V™ =22,41, V/™ =0,0181)
dT T V,

pA

d_p id.Gas l AI_IV
dT " T NkT

‘P

dp AH, dT

p Nk T*
In2 __AH, 1T

Po Nk T

In plk

_AH,
p=p,e ™

6. Festkorper

6.1 Die Warmeenergie des Festkérpers nach Debye

Nach Debye ergibt sich fur die Schwingungsenergie des dreidimensionalen Festkérpers bei
konstantem Volumen die freie Energie:

T

o
F,(T)=3NkT ln[l —e T j — NKTD, (Ej

® ) . . : . :
D, ? und D, ? sind hierbei die sogenannten Debye-Funktionen. Sie ergeben sich aus der

Zustandsdichte der Phononen g(w) und lauten:
g :
T 3 T 4 x
D1(9j= 3 j: 3 - [ S dy mit 4D,(x) =D, (x)+ EA
T (@) s(e"=1) e’ —1
T

by e)
I ——dx  D,| —
-1 T
Mit der freien Energie kann man S und C, fir den Festkorper berechnen:

2]+

T or or* T T

Cy 88 0°F 3Nk (@j

e 0
Die rechte Seite des ,Ableitungsbaumes®, d.h. die Ableitung nach T, laRt sich also somit
problemlos berechnen. Schwierigkeiten macht dagegen die linke Seite, da wir die
Volumenabhangigkeit beim Festkdrper noch nicht kennen. Zur Berechnung dieser
Volumenabhangigkeit kann man die Griineisenrelation benutzen.
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6.2 Der Druck in Festkorpern nach Griineisen

Im folgenden Graphen ist die Abhangigkeit von Cp und o, von der Temperatur schematisch
dargestellt.

»
T

Schematische Abhangigkeit der spezifischen Warme
und des Warmeausdehnungskoeffizienten von der Temperatur.

Man erkennt deutlich den parallelen Verlauf beider Funktionen mit der Temperatur.
Grlneisen hat diesen parallelen Verlauf fir kubische Festkérper durch die Relation

a,B,V=TC,

beschrieben. Darin ist I der Griineisenparameter. Die Werte des Griineisenparameters bei 300K
sind fiir die 18 kubischen Elemente in der Tabelle auf S.31 dargestellt. Die Relation laf3t sich auch
darstellen in der Form

O°F _TE_LCy

Bz ==
ovVoT VTV

Die Gruneisenrelation laft sich bei konstantem Volumen Uber T integrieren und ergibt den Druck p,
wenn 1" konstant bzw. keine Funktion von T ist. Flr den Druck ergibt sich dann

p(T.V)= 1 [E(V.T)+ (V)]

Der Druck in kubischen Festkdrpern hangt nach Grineisen von der Energie E(V,T) und einer
Integrationskonstanten G(V) ab.

Die Bedeutung des Griineisenparameters 1" ergibt sich aus dem Vergleich der 2. Ableitungen
(siehe Ableitungsbaum F(T,V)).

S op o T
= = —|[E(V,T)+G(V
oTovV  oT? aTZV[ ( )+ ( )]
r o
_Vﬁ_T:SNkDO(X)

r Ly 1
= V3N1<Do(x)6

Aus der Gleichheit der beiden Ableitungen (totales Differential) folgt:
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r__1de
vV  edv
V T
®(V)=®o(70j ’ Vo =V(T,p=0)

Damit 1aBt sich der Grlineisenparameter als Exponent der Volumenabhangigkeit der Debye-
Temperatur verstehen.

6.3 Die Berechnung der freien Energie nach Griineisen

Aus der Gleichung fiir den Druck in kubischen Festkorpern

_2_5 _ p(V,T):%[E(V,T)+ G(V)]

laRt sich die freie Energie des kubischen Festkorpers durch eine Volumenintegration berechnen.
Das kann allerdings nicht bei beliebigen Temperaturen erfolgen, weil wir E(T,V) nicht explizit

kennen.
Bei dieser Integration bleibt jedoch T konstant und wir kénnen daher fir T auch den Wert T=0 frei

wahlen. Fir T>0 laBt sich dann die Funktion E(T,V)nach Debye berechnen.
Bei T=0 gilt nun:

E=F+TS —>F

Die Druckgleichung des kubischen Festkorpers nach Griineisen lautet dann:

- = CIFV)+6(V)]

Dies ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung. Zur Lésung dieser DGL betrachten wir
zunachst den homogenen Teil

oF _T"
avv

r
V,
Lésung: F=C| -~
A%
Fir die inhomogene DGL gilt dann:

F(V)= c(v)(%jr

Durch Einsetzen ergibt sich:

)1+ o)

ov \%
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Fur G(V) wird, analog zur Debye - Temperatur @(V), folgender Ansatz benutzt:
8
v
G(V)=¢ |2
v)=c[ 3]

Die Integration der inhomogenen Differentialgleichungen ergibt dann fir die freie Energie F(V) des
kubischen Festkorpers bei T=0 die Lésung:

F(V)=E(V)=—12 S(ﬁ)r—r(&f

r-s \Y A\

Fur den Druck erhalt man durch Ableitung nach V die Zustandsgleichung:
r 8
or [(V, V,
pV=¢ el I
o-TI'|\ V A%
Diese Lésung der Griineisenrelation stimmt mit der Zustandsgleichung nach Born tberein:
V.\3 (V. )3
pv=Cl| 2| |2
A% A%

Der Vergleich zeigt, da die Parameter I bzw. & den Bornschen Parametern m/3 bzw. n/3
entsprechen.

Die Bedeutung des Parameters ¢ ergibt sich aus der Energiegleichung E(V).
Mit V, = V(p = 0) folgt fiir p=0, T=0:

E(V,)=-¢

¢ ist also die Bindungsenergie des kubischen Festkdrpers bei p=0, T=0.

Fur beliebige Temperaturen setzt sich die freie Energie des kubischen Festkorpers F(T,V) aus den
Anteilen nach Debye und Griineisen zusammen:

o r ;
F(T,V)=3RTIn| 1—¢ T |-RTD,[ & |+ —2_|§[ Yo | [ Yo
T) =8| \V v

&)
mit D{%j: (; . Ojef_ldx
g
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Aus der freien Energie lassen sich samtliche thermodynamischen Funktionen berechnen, wenn
die Parameter V,&,0,,I,0 des kubischen Elementes bekannt sind.

Kristall- ~ Element 0, [K] r ) K/
struktur C+8+2
|:C1’n3 e |:£:|
Vol —= 7| mol
mol

k.r.z. Li 12.71 158 344 0.86 1.20 4.06 3.52
Na 22.60 107 158 1.16 1.36 452 4.2

K 43.28 90 9 1.38 1.38 4.10 4.21

k.f.z. Cu 7.04 336 343 2.03 1.49 5.52 5.48
Ag 10.145 284 225 2.48 1.61 6.09 6.12

Au 10.105 368 165 3.05 1.66 6.71 6.43

k.f.z. Ni 6.55 428 450 1.82 1.60 542 55
Pd 8.82 376 274 233) (193) | (6.26) 5.42

Pt 9.02 564 240 (2.58)  (1.80) | (6.38) 5.2

k.r.z. Fe 7.05 413 470 1.69 1.74 5.43 5.29
Nb 10.811 730 275 1.61 1.61 4.23 4.06

Ta 10.827 782 240 1.64 1.64 4.25 3.79

k.f.z. Al 9.87 327 428 2.30 1.10 5.40 4.85
k.f.z. Pb 17.88 196 105 2.70 1.67 6.37 5.53
k.r.z. Ne 13.39 1.92 75 2.71 2.92 7.63 9.2
Ar 22.56 7.74 92 2.86 3.07 7.93 7.2

Kr 27.10 11.2 72 2.75 3.00 7.75 59

Xe 34.73 15.9 64 2.72 2.96 7.68 7.69

Die folgenden Diagramme zeigen die Ubereinstimmung experimentell bestimmter MeRreihen mit
den aus F(T,V) berechneten Funktionen V,ocp,Cp,KT,K;) fir zwei kubische Elemente aus

unterschiedlichen Gruppen des Periodensystems, Aluminium und Xenon:

V: Volumen
39— . S
T — o, 1 & Xe b
oL | Al s | S an | ‘
3 1% g £ y
= f > 1 E
& 105 | s E 37 A
v > = ]
£ o v
o » ]
£ 100 E | “,0"
= 9 ‘.“4
o
> = -
100 300 S00 700 20 0o 50
Temperature in K Temperature in K

a,: Volumenausdehnungskoeffizient

_,(' .‘_ 60

0 I /K
5
A
\ =
.
.
»
.
.
»
»
K
[= -]
-
L]
.
.
% |
L]
>
.. o |
. |
L ]
L ]
L]
»
el

< 1079

Alpha
] e~
=] o -
b
Alpha
.y
-

0 200 400 600 ) L )

Temperature in K
Temperature in K
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7. Magnetismus

7.1 Paramagnetismus

Eine weitere wichtige Grofe im Festkdrper ist das Magnetfeld. Die freie Energie des Festkérpers
ist nicht nur von T und V abhangig, sondern auch vom Magnetfeld H.

F(T,V,H)=E(T,V,H)-TS

Em
—_NkTIn je KT 4Q)

Die Energie eines magnetischen Dipols mit dem magnetischen Moment p ist im magnetischen Feld
H:

E,(H)=-fi-H=-u-H-cosO®,
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Ea

H v N\ /

2 NV

Die magnetischen Momente stellen sich parallel zum magnetischen Feld H, da die magnetische

Energie bei ®=0 ein Minimum hat.

In einem paramagnetischen Stoff stellen sich die N magnetischen Dipole in viele Richtungen

c0s ©, und es gilt fiir die Magnetisierung des Stoffes durch das &uRere Feld H:
E=-N-pu-H-(cos®) =-M-V-H

M:%u-<cos®>:n-u-<cos®>

Die Magnetisierung ergibt sich als Mittelwert aller magnetischen Momente.

7.2 Berechnung der Magnetisierung mit Hilfe der Langevin-Funktion

Paramagnetismus: Magnetisierung M und freie Energie F

Die freie Energie F des Festkorpers im Magnetfeld: F=E-TS=-MVH-TS

laRt sich aus der Summe der moglichen Energiezustande E; berechnen:

E;
F= —NlenZe kT (bei diskreter Energieverteilung)
nHcos®
F=-NkTIn J.e K dQ (bei kontinuierlicher Energieverteilung)

Die Magnetisierung M ergibt sich aus:

__ L oF
V oH
N a nH-cos6
=—KkT-—In ||le ' sin®-dO-d
\Y% oH ” ¢
1 pnH-cos ©
27-In J.HCOSG-e kI .dcos®
=1'lkT‘ - 1 uH-cos®
2n-J.e K .dcos®
-1
1 nH-cos ©
fcos@-e KT .dcos®
:nu._l 1 uH-cos®

Ie KT .dcos®
-1
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Dieser Quotient entspricht aber gerade dem Mittelwert des cos @, der sich ausdriicken lalt durch

die Langevin-Funktion L(a); denn es gilt:

1

1

x-e*dx o
os0) === S g L
-1

1

J.e‘“dx dao 7 da o
-1

:%-[ln(e“ -e™ )—ln(a)]:%—é

- coth(oc)—é ~L()

_ b

mit o ;
kT

Somit ergibt sich also fir die Magnetisierung M:

Da der mittlere Kosinus nie gréfRer als 1 werden kann, ergibt sich fur die Magnetisierung M ein
Sattigungswert bei nu. Dieser tritt ein, wenn sich alle Elementarmagnete nach dem &ufieren

Magnetfeld ausgerichtet haben.

E A
T
e
Q
(6]
< 081 Y
j /
//
0,6 - ,
/
/
/
0,4 - /
/,
/
/
021 /
vgl. Curie-Gesetz
0 1 2 3 4 5 6

Die Langevin-Funktion
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Beispiel: Magnetisches Moment von Alaunen

Bei Alaunen ist der Paramagnetismus an die Elektronen mindestens einer der lonen, aus denen
die Verbindung besteht, gebunden. Nur die paramagnetischen lonen reagieren (naherungsweise)
auf ein magnetisches Feld, sie beeinflussen aber den Rest des Kristalls und kénnen daher nicht
getrennt betrachtet werden.

Fur das magnetische Moment p gilt:
p=g-pg-J mitJ=L+S

Hierbei ist J der Betrag des Gesamtdrehimpulses, der sich aus den Bahndrehimpulsen L und den
Spindrehimpulsen S zusammensetzt. Fir Alaune gilt: L=0. g ist der Landé-Faktor und betragt bei
Alaunen 2. Daraus folgt:

H=2-pg-S
i), (o)
n-pg kT

7,00 ]

2,00

Magnetisches Moment (Bohrsche Magnetonen /lon)

{ : [0 130k i
I a 200K i
| x 3,00 K

x io 421K ]
1,00 T ——1 — | ==Brillouin-Funktionen
|  (Glchg. 23 =
P11 |'1||‘L.'.'llr1i
'000 10 20 30 40
B/T in kG/K

Abhingigkeit des magnetischen Moments von B/T fiir kugelférmige Proben aus (1) Ka-
lium-Chrom-Alaun, (II) Eisen-I1I-Alaun und (III) Gadolinium-SuEfat-Oktah)rdrat.-IBei
1,3 K und etwa 50 000 Gauf wird eine 99,3 %ige magnetische 3ittigung erreicht. [Nach
W. E. Henry, Phys. Rev. 88,559 (1952).]
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Curie-Gesetz: Fiir kleine o oder fir ptH <<k,T kann die Langevin-Funktion linear angenahert
werden:

1 (1 o o 1
L(a)zcotha__=(_+___+...j...__
o
a
= L(oc)=—
3
Daraus folgt fur die Magnetisierung:

1 uH  np’
M(T)=n-p -2 = g_o(T).H
() RT3k T «(1)

Die Magnetisierung des Paramagneten ist also anndhernd proportional zum anliegenden
Magnetfeld. Fir die Suszeptibilitat folgt:

2
X(T) _ ¢ Curie-Gesetz der Suszeptibilitat
3k,T T

Die Suszeptibilitat ist also nur von der reziproken Temperatur abhangig. Die Curiekonstante C ist
eine materialabhangige Konstante.

7.3 Ferromagnetismus

Bei einem Ferromagneten stellt sich ein magnetisches Moment auch ohne duflerem Feld ein. Es
gibt eine Wechselwirkung zwischen den einzelnen Dipolen, so daf} sich diese alle in eine Richtung
einstellen. Dieser Wechselwirkung steht die Warmebewegung entgegen. Bei hoheren
Temperaturen geht die ordnende Tendenz im Ferromagneten verloren. Oberhalb einer gewissen
Temperatur T¢ (Curietemperatur) wird die Warmebewegung starker als die Ausrichtung der Dipole,
der Magnet geht dann in den paramagnetischen Zustand Uber.

Bei der Berechnung der Magnetisierung eines Ferromagneten muf® man also neben dem aufReren
Feld H das innere Feld

H. =M

bericksichtigen. A ist dabei eine von der Temperatur unabhangige Konstante.
Daraus ergibt sich fur die Magnetisierung M:

—n-p-L| ,
M=n-p L(kT(H+H1)j
:n'H'L(%(H"‘KM)j=H'H'L(0H‘[3)

Dies ist der sogenannte Mean-Field Ansatz. Um nun die Magnetisierung M zu berechnen, wollen
wir den Ferromagneten zunachst ohne dueres Feld (H=0 bzw. a=0) betrachten:
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kT paM _L(uij
np’h kT kT

Y.0)= 5 B=10)=,0)

Man hat also zwei implizite Gleichungen, Y, und Y,, deren Schnittpunkte die Losung angeben. Lost
man diese Gleichung graphisch, so erhalt man:

Y.Y, A M/nu A
=|1_ ; YZ(B)TZ Y2(B)T1
(B) v :
! i
T S A |
," i : Ferromagn. i Paramagn.
T, T, B 0 T, T, T T

F
M = _8_ ist die 1. Ableitung von F.
oH

M(T) geht fur T — T stetig gegen Null und bleibt Null in der paramagnetischen Phase. Erst die
zweite Ableitung von F ist unstetig, daher ist der Ubergang Ferro- Paramagnetismus ein Ubergang

2. Ordnung.
Legt man nun ein aulReres Magnetfeld an, so wird die Langevin-Funktion zu

nH

L(oc+ B) = L(B+EJ

Ist das innere Feld Null und wird dann ein aulReres Feld angelegt, so erhalt man die Neukurve.
Wird dann das &auliere Feld wieder verringert, so bleibt aufgrund der ferromagnetischen
Eigenschaften das Material magnetisiert (Remanenz). Um diese Magnetisierung aufzuheben ist ein
Gegenfeld nétig (Koerzitivkraft). Daraus ergibt sich schlieRlich die Hysteresekurve.

\ B

Remanenz [ Neukurve

\4

Koerzitivkraft

Hysteresekurve des Ferromagnetismus
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8. Berechnung der freien Enthalpie des Festkorpers
Modell der reqularen Losung (Bragg-Williams)

Fur heterogene Systeme ist die freie Enthalpie von der Temperatur T, Druck p und vom Verhaltnis
x beider Komponenten abhangig:

N
G= G(T,p,x) mit x =——=2— (Anteil einer Komponente ,z.B. B)
+
A B

G=H-T-S

8.1 Freie Enthalpie bindrer Mischungen

Es gilt:
G(T,p,X) = H(T,p,X)— T S(T,p,X)

=G(T,p,0)+AH, ,(x)-T-AS(x)
%;_/ -
Mischenthalpie Mischentropie
1. Mischentropie

Die Entropie eines binaren Systems (z.B. die Mischung aus A und B) betragt
S=(1-x)-S, +x-S, +AS(x)

Sie enthalt den Anteil der Entropien fiir die beiden Komponenten und auf’erdem einen Anteil AS,
der in den Entropien der einzelnen Komponenten nicht enthalten ist. Die Mischentropie entsteht,
wenn Atome der verschiedenen Komponenten ihre Positionen vertauschen und so neue Zustande
entstehen. Die Zahl der Moglichkeiten, Ny Atome der Sorte A und Nz Atome der Sorte B auf
N=(Na+Ng) Platze zu verteilen, ergibt sich aus der Kombinatorik:

1 N!
VNN )= o
A*-"B*

Unter Zuhilfenahme der Stirlingschen Formel fur grof3e N;
InN!=NInN-N
folgt flr die Mischentropie:
AS(x)=k-InW(N,,N,)
~k[InN-In2" ~InN - In N, !]
= —Nk[xInx +(1-x)In(1—x)]= N- As(x)

A A

-~ __] — kIn2




Bei einem Mischungsverhaltnis von 0 bzw. 1 ist die Steigung unendlich, d.h. von der freien Energie

her ist es sehr schwierig, absolut reine Materialien zu bekommen.

2. Mischenthalpie:

Ein Festkorper mit den Komponenten A und B sei wie folgt aufgebaut:
A B B A A B
Fur die Gesamtbindungsenthalpie H ergibt sich:

H =(NAWA hy, + N, Wy -h,g +Nyw, -hy, + Nywy 'hBB)

N
w,: Wahrscheinlichkeit, dald Atom A der Nachbar ist, w, = YA =1-x
T . . NB
wg: Wahrscheinlichkeit, dals Atom B der Nachbar ist, w = ? =X

Wenn hpg und hga gleich sind, folgt:

N N N N
H:N[ NA w,h,, +(?AWB +?BWA]hAB "‘?BWBhBB}

= H=N|I=x)hy +2x-(1=x)hy+x7-hy,
H

= hzﬁzhAA '(l_x)_x’(l_x)'(hAA +hgy _hAB_hBA)"'X’hBB
= h=h,, +(hBB _hAA)'X"'(hAB +hg, —h,, _hBB)'X'(l_X)

~
4

Die Energie € gibt an, um wieviel die Bindungsenergie zwischen ungleichen Nachbarn hoéher liegt
als zwischen gleichen. Dabei bedeutet ein negatives ¢, dal} die Bindung ungleicher Nachbarn
hoher ist (Uberstruktur bzw. Antiferromagnetismus), ein positives € bedeutet, daR die Bindung
gleicher Nachbarn bevorzugt wird (Ausscheidung oder Ferromagnetismus). Zu beachten ist, dal

die Enthalpien in der Physik stets negativ sind.
h(x): h,, +(hBB —hAA)x+8-x(1—x)

€>0:

Segregation (z.B. AuPt)

1.2

04 -

0 0,5 1

& oleel I 1

" oIelel I 1
o CO000®
o oleel I 1
: | | OO0
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£=0:

05 -
04 |
03 |
0.2 |
01 |

h(x) 0

0,1 -
-0,2
0,3
04 -

-0,5

€<0:

0 05

-0,2 1
0,4
h(x) -0,6 -

0,8

1,2 4

X

Integration (z.B. CuNi)

@l 1 10le]
@l 10l I 1@
OO0 0®
00000
olel 1 10

Partnerschaft (z.B. NaCl)

ol 1ol 10]
QOO0
@l 1ol 10]
L 101 101 1@
ol 1Ol 10]

Die freie Enthalpie setzt sich aus den Anteilen der Mischenthalpie und der Mischentropie
zusammen:

g=h-T-S

g(x): h,, +(hBB —h,, x+e-x(1- x)+ kT[xlnx +(1 —x)ln(l—x)]

Die freie Energie wird im folgenden fir die verschiedenen ¢ dargestellt. Aufgrund T>0 kommt es zu

vereinzelten Storungen im Kristallgitter.

>0 (T>

0,02

0):

% 0,01 4
()]

leicht gestdrte Segregation

0,8

L JOI0] 10
0O0000®
ol 1Ol 1
oleel I 1
oleel I 1
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£=0 (T>0):

Integration

-0,2

O@OOO
C000@®
@O0 ®
@000
ool 1 10
@000

0,3

£<0 (T>0):

leicht gestorte Partnerschaft

QOO0
0000 @
L Jolel 1 1@
oL 1Ol 10]
101 10I 1@

0,3

8.2 Phasendiagramme der heterogenen Materie
Gibbsches Phasengesetz

Sei P: Zahl der Phasen
K :  Zahl der Komponenten
F:  Zahl der frei wahlbaren Variablen (Freiheitsgrade)

Dann gilt das Gibbsche Phasengesetz

P+F=K+2

1. Eine Phase in heterogener Materie
Nach dem Gibb’schen Phasengesetz gilt in homogenen, bindren Systemen:
F=K-P+2=3
Man hat also 3 Freiheitsgrade: den Druck p, die Temperatur T und den Anteil x der Komponente B.
In der Praxis halt man eine Variable konstant (meist p = py ), damit man nur mit 2 Variablen

rechnen muf} (T, x). Nattrlich gilt auch hier:
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g(x): h,, +(hBB —h,, x+e-x(1- x)+ kT[xlnx +(1 —x)ln(l—x)]

Die Bedingung fir das Einnehmen einer bestimmten Phase ist ein Minimum fir G, d.h. die 1.
Ableitung von g(X) muf} gleich Null sein. Daraus folgt:

0= % = 8(1 - 2x)+ kT[ln X —ln(l - x)]

nach T(x) aufgeldst ergibt sich:

0=

Diese Formel gilt nur fur €>0, da die Temperatur nur positive Werte annehmen kann. Aufgetragen
in einem Diagramm erhalt man folgende Kurve, an der man ablesen kann, welche Temperatur
mindestens noétig ist, um ein ideales Gemisch zu erhalten. Dabei verschiebt sich die Lage der
Minima im Graphen der freien Enthalpie mit der Anderung der Temperatur: Aus diesen I&Rt sich
das Phasendiagramm konstruieren:

(%)

¥
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Beispiel: Gold-Platin-Gemisch

1400

1200

T(x)

1000
[°C]

800

600

O000O0® 000000
000000 000000
000000 000000
00000 000000
OO0000® @OO000®

Au-Pt Legierung: Phasendiagramm T(x) einer Gold-Platin bei
To =1000°C als Funktion des Platingehaltes x.

O Entlang der Kurve T(x) ist die Legierung ideal gemischt, die Oberflache
(links) ist hell und weitgehend homogen.

® Unterhalb der Kurve zerfallt die Legierung in eine helle gold- und

eine dunkle platinreiche Phase. Die Oberflache ist inhomogen (rechts).
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Fir e<0 (Ordnung), also wenn die Bindung zwischen ungleichen Nachbarn héher ist, liefert die
Formel

2X—g =g(1-2x)+kT[lnx ~In(1-x)]=0

zwei Lésungen:

a) T<0 ,offensichtlich keine Losung, da T<0 nicht existiert
b)x=7 furalle T

TA A

A Y% B
X
Beispiel: Zustandsdiagramm von Galliumarsenid

1200

1200

1100 L+G| A ! N | [L4G

1000

900

v

800

700 cul | .

L SJ’U ‘b* i i JH%.D*

600 — r
] .

soo-f

400 !

T [°C]

300 :

200

100 |
S~ L G
T 3

&'nmmwwm%wmw
XL[Atom%As]
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2. Zwei Phasen in heterogener Materie
Fur P=2, K=2 gibt es nach Gibbs 2 Freiheitsgrade, z.B. x und p.

Halt man nun p konstant (p=py), so 1alt sich aus den freien Enthalpien g(x) der einzelnen Phasen
das Phasendiagramm konstruieren.

a) liquidus und solidus: €=0

gh \ TA A

ﬁ Tschmelz‘B
T, ‘

T

schmelz,A

s B A X X B

B

A

Im ersten Diagramm sind die freien Energien der festen (solidus) und der fllissigen (liquidus)
Phase einer bestimmten Temperatur aufgetragen. Diese schneiden sich bei einer bestimmten
Zusammensetzung x. Nun wird eine gemeinsame Tangente angelegt, die den Weg der minimalen
freien Enthalpie beschreibt. Somit lassen sich drei Bereiche definieren: x<x;, x;<x<xs und x>Xs. Im
ersten Bereich x<x ist das System eine homogene Flissigkeit, im dritten Bereich x>x; ein
homogener Festkdrper. Im mittleren Bereich besteht das System aus einem Zweiphasengemisch.
Das Phasendiagramm wird aus den jeweiligen Kurven der freien Enthalpien fiir die verschiedenen
Temperaturen konstruiert.

b) liquidus: =0, solidus: >0

glk

[, [
[

9 S
N | A

A B A

Hierbei lassen sich mehrere Tangenten anlegen, da die Solidus-Kurve aufgrund €>0 zwei
Tiefpunkte hat. Daraus 163t sich wiederum das Phasendiagramm konstruieren. Dabei geben die
Tangenten zwischen Solidus und Liquidus-Kurve (1,3 und 4,6) die beiden Mischbereiche an, die
Tangente an den Tiefpunkten der Solidus-Kurve (2,5) den Bereich der festen Phase.
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8.3 Experimentelle Bestimmung der Phasendiagramme T(x)

Wird nun ein bindres System mit Komponenten A und B betrachtet, so lassen sich experimentell
folgende Mdoglichkeiten der Mischbarkeit unterscheiden:

A und B fliissig und fest mischbar (ideal)

A und B flussig und fest nicht mischbar

A und B flissig mischbar, fest nicht mischbar

A und B flissig mischbar, fest beschrankt mischbar

cooo

a. Fliussig und fest ideal mischbar

In diesem Bereich liegt keine Phase vor, es tritt Entmischung
in die entsprechenden Anteile Schmelze und Mischkristall auf

(2-Phasengebiet)
2/3A 1/3A
A +1/3B +2/3B B

A A L A
T liquidus T
T
_________________________ s~ T,
solidus
t 0 113 213 1
100% A X 100% B

Abkuhlungskurven und Zustandsdiagramm

Beim Erstarren der Schmelze bleibt der Loésungszustand voll erhalten und es bilden sich
Mischkristalle. Im 2-Phasengebiet tritt Entmischung auf, wobei sich die Konzentration der
jeweiligen Komponenten in der Schmelze und im Mischkristall andert. Ein Beispiel sind
Legierungen auf Nickel-Kupfer-Basis (z.B. Konstantan).

b. Fliissig und fest nicht mischbar

1800 l \
/ Fe (8] + Pb(E)
1600 H—— TR R C +
11527) - ! |
- . |
1500 { ! | —1 2
f | | | l
| Fe(s) + Pb(é)
T °c) I T 1 } _*
400 i J
1 * 1327°)
300 — | | | |
“-Fe(s)+ Pb(s)
‘ 2 Schichten |
?w 1 ' |
0 20 0 80 a0 100
Fe Aty — P P

Hierbei sind die Komponenten erst im Gaszustand mischbar (z.B. Eisen-Blei). An der gestrichelten
Linie kann man allerdings erkennen, dal} fur sehr hohe Konzentrationen von Fe bzw. Pb eine
Mischung maoglich ist, wenn die entsprechende Komponente in der fliissigen Phase vorliegt.
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Eine Verbindung derartiger Materialien kann aber z.B. durch Verpressen von Pulvern und
anschlieBendes Sintern erzeugt werden.

c. Fliussig mischbar und fest nicht mischbar

Das folgende Bild stellt die Abkuhlungskurven und das Zustandsdiagramm fur das System Wismut-
Cadmium dar. Darunter ist schematisch das Legierungsgefuige fir die unterschiedlichen
Konzentrationen abgebildet.

1271°C)

Bifs)y—1 —Cd (s) +
Eutektikum —F _.-f_{_.u_f_eeg_.’i:«'_um
. - :

SU

Bi s —= Cd

=]
L.
-
o
o

1 7
P
T
[ l| \ =
| w’\
— |
NN E N L]
E.;‘.\';\Xn\\-. o, | v\l B LA L T \
0%Cd 20%Cd 40%Cd 100% Cd
100 % 8i 80%Bi 60% Bi 20% Bi 0%8Bi

Betrachtet man die Abkuhlung einer Legierung mit 20% Cd (Kurve b), so trifft man bei 200°C auf
die Liquiduslinie. Ab hier kristallisieren sich reine Wismutkristalle, weshalb in der Restschmelze der
Cd-Gehalt ansteigt. Man lauft also die Liquidusline in Pfeilrichtung entlang bis zum eutektischen
Punkt E, an welchem die eutektisch zusammengesetzte Restschmelze als Ganzes erstarrt. Das
entstandene Geflige (Bild b) besteht also aus reinen Wismutkristallen, die von einem Eutektikum
umhllt sind, welches seinerseits aus einem fein verteiltem Gemenge von Bi- und Cd-Kristallen in
einem Mischungsverhaltnis von 40% Cd und 60% Bi besteht.

d. Fliissig mischbar und fest beschrankt mischbar
T A P=pP, A

I+s,
+s

S,
S, +S;
________________ ‘________________
0 A 1
A X B

48



Diese Phasendiagramm ist im wesentlichen mit dem obigen identisch. Bei diesen Mischungen
werden aber bei geringen Zusatzen der anderen Komponente noch Mischkristalle gebildet, bei
groReren Zusatzen findet Entmischung statt und es entsteht ein heterogenes Phasengemisch mit

Eutektikum.
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